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Matematyczność przyrody
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Fizyka opisuje prawa 

wszechświata

Matematyka jest językiem 

tego opisu

Równania Maxwella

• Zapisane w 1865 r.

• Udowodnione w 1887 r. przez Hertza

Autorstwa digitized from an engraving by G. J. Stodart from a photograph by Fergus of Greenock - The Life of James Clerk Maxwell, by Lewis Campbell and 

William Garnett (see [1]), Domena publiczna, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=501204

∇ ∙ 𝐸 =
𝜌

𝜀
∇ ∙ 𝐵 = 0

∇ × 𝐵 = 𝜇Ԧ𝑗 + 𝜇𝜀
𝜕𝐸

𝜕𝑡

∇ × 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡



Skalar i wektor
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• Wielkość fizyczna 

opisywana wartością

• Ma jednostkę

• Masa, energia, 

temperatura…

• Do opisu wielkości 

fizycznej potrzeba więcej 

niż tylko wartość

• Moduł ma jednostkę

• Siła, prędkość, pęd



Działania na skalarach
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Zwykłe działania matematyczne. Uwaga na jednostki!

𝑇1 = 273 𝐾

𝑇2 = 77 𝐾

Δ𝑇 = T1 − T2 = 196 K

𝐸1 = 1 𝐽 𝐸2 =
E1

10
= 0,1 J

𝑙1 = 10 𝑐𝑚

𝑙2 = 10 𝑚
𝑙 = 𝑙1 + 𝑙2 = 10 𝑐𝑚 + 10 𝑚 = 0,1 𝑚 + 10 𝑚 = 10,1 𝑚



Wektory
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Ԧ𝐴 = 𝐴𝑥, 𝐴𝑦 = 𝐴𝑥 Ƹ𝑖 + 𝐴𝑦 Ƹ𝑗

W 2D:

W 3D:

Ԧ𝐴 = 𝐴𝑥, 𝐴𝑦 , 𝐴𝑧 = 𝐴𝑥 Ƹ𝑖 + 𝐴𝑦 Ƹ𝑗 +𝐴𝑧
෠𝑘

Ԧ𝐴 = 𝐴𝑥
2 + 𝐴𝑦

2

Ԧ𝐴 = 𝐴𝑥
2 + 𝐴𝑦

2 + 𝐴𝑧
2

Ƹ𝑖, Ƹ𝑗, ෠𝑘 - wektory jednostkowe 

 wzdłuż osi x, y i z



Działania na wektorach - dodawanie
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https://www.matmana6.pl/zdjecia/szkola_srednia/geometria_analityczna/wektory_definicja_i_dzialania_na_wektorach_28.png

𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦)

Ԧ𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦)

𝑢 + Ԧ𝑣 = (𝑢𝑥 + 𝑣𝑥, 𝑢𝑦 + 𝑣𝑦)



Działania na wektorach - odejmowanie
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https://oze.pwr.edu.pl/kursy/fizykacw/content/start/uploads/dow2-2.png

Ԧ𝐴 = (𝐴𝑥, 𝐴𝑦)

𝐵 = (𝐵𝑥, 𝐵𝑦)

Ԧ𝐴 − 𝐵 = Ԧ𝐴 + (−𝐵)

Ԧ𝐴 + (−𝐵) = (𝐴𝑥 + (−𝐵𝑥), 𝐴𝑦 + (−𝐵𝑦))

= (𝐴𝑥 − 𝐵𝑥, 𝐴𝑦 − 𝐵𝑦)

−𝐵 = (−𝐵𝑥 , −𝐵𝑦)



Działania na wektorach – iloczyn skalarny
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Ԧ𝐴 = (𝐴𝑥, 𝐴𝑦)

𝐵 = (𝐵𝑥, 𝐵𝑦)

𝑠 = Ԧ𝐴 ∙ 𝐵 = 𝐴𝑥 ∗ 𝐵𝑥 + 𝐴𝑦 ∗ 𝐵𝑦

𝑠 = Ԧ𝐴 ∙ 𝐵 = Ԧ𝐴 ∗ 𝐵 ∗ cos(∢ Ԧ𝐴, 𝐵)

W 3D:

𝑠 = Ԧ𝐴 ∙ 𝐵 = 𝐴𝑥 ∗ 𝐵𝑥 + 𝐴𝑦 ∗ 𝐵𝑦 + 𝐴𝑧 ∗ 𝐵𝑧

Rys. 1

Rys. 2 Rys. 3



Działania na wektorach – iloczyn wektorowy
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By Acdx - Self-made, Own work based on: Crossproduct.png, Public Domain, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4436304

By Acdx - Self-made, based on Image:Right_hand_cross_product.png, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4436743



Działania na wektorach – iloczyn wektorowy
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Ԧ𝐴 = (𝐴𝑥, 𝐴𝑦 , 𝐴𝑧) 𝐵 = (𝐵𝑥 , 𝐵𝑦 , 𝐵𝑧)

𝑊 = Ԧ𝐴 × 𝐵 =

= (𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐴𝑧𝐵𝑦 , 𝐴𝑧𝐵𝑥 − 𝐴𝑥𝐵𝑧 , 𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐴𝑦𝐵𝑥)

W 3D:

𝑊 = Ԧ𝐴 × 𝐵 =

Ƹ𝑖 Ƹ𝑗 ෠𝑘
𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

=

= Ƹ𝑖𝐴𝑦𝐵𝑧 + Ƹ𝑗𝐴𝑧𝐵𝑥 + ෠𝑘𝐴𝑥𝐵𝑦 − Ƹ𝑖𝐴𝑧𝐵𝑦 − Ƹ𝑗𝐴𝑥𝐵𝑧 − ෠𝑘𝐴𝑦𝐵𝑥 =

= Ƹ𝑖 𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐴𝑧𝐵𝑦 + Ƹ𝑗 𝐴𝑧𝐵𝑥 − 𝐴𝑥𝐵𝑧 + ෠𝑘(𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐴𝑦𝐵𝑥)

𝑊 = Ԧ𝐴 ∗ 𝐵 ∗ 𝑠𝑖𝑛(∢ Ԧ𝐴, 𝐵)

By Lucas Vieira - Own work, Public Domain, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=31185911



Tensor
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By Components stress tensor cartesian.svg: Sanpaz / derivative work: TimothyRias - Own work based on: Components stress tensor cartesian.svg, CC BY-

SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=14729540

Uogólnienie wektora i skalara. 

Tensor rzędu:

• 0 – skalar

• 1 – wektor

• 2 - macierz 

𝜎 =

𝜎11 𝜎12 𝜎13

𝜎21 𝜎22 𝜎23

𝜎31 𝜎32 𝜎33



Pochodna
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Miara tempa zmian funkcji. 

Chwilowa szybkość zmian, czyli 

stosunek chwilowej zmiany 

wartości funkcji do zmiany jej 

argumentu.

𝑓′ 𝑥0 = lim
Δ𝑥→0

𝑓 𝑥0 + Δ𝑥 − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥



Pochodna
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Miara tempa zmian funkcji. 

Chwilowa szybkość zmian, czyli 

stosunek chwilowej zmiany 

wartości funkcji do zmiany jej 

argumentu.

𝑓′ 𝑥0 = lim
Δ𝑥→0

𝑓 𝑥0 + Δ𝑥 − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥



Pochodna z definicji
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𝑓′ 𝑥0 = lim
Δ𝑥→0

𝑓 𝑥0 + Δ𝑥 − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
𝑓 𝑥 = 𝑥2

𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 = (𝑥0 + ∆𝑥)2= 𝑥0
2 + 2𝑥0∆𝑥 + ∆𝑥2

𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 − 𝑓 𝑥0 = 𝑥0
2 + 2𝑥0∆𝑥 + ∆𝑥2 − 𝑥0

2 = 2𝑥0∆𝑥 + ∆𝑥2

𝑓 𝑥0 + Δ𝑥 − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
=

2𝑥0∆𝑥 + ∆𝑥2

∆𝑥
= 2𝑥0 + ∆𝑥

𝑓′ 𝑥0 = lim
Δ𝑥→0

(2𝑥0 + ∆𝑥) = 2𝑥0

𝑓′ 𝑥 = 2𝑥



Pochodna - styczna
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By en:User:Dino, User:Lfahlberg - English Wikipedia, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=27661406

Pochodna funkcji w danym punkcie to 

nachylenie stycznej do wykresu tej 

funkcji w tym punkcie.

Rys. 1

Rys. 2



Pochodna – najprostsze funkcje
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𝒇(𝒙) 𝒇′(𝒙)

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 0

𝑥 1

𝑥𝑛 𝑛𝑥𝑛−1

𝑒𝑥 𝑒𝑥

sin(𝑥) cos(𝑥)

cos(𝑥) −sin(𝑥)

Dygresja – liczba Eulera

𝑒 ≈ 2,718
Stała matematyczna, 

definiowana na wiele sposobów:

𝑒 = lim
𝑛→∞

1 +
1

𝑛

𝑛

𝑒 = ෍

𝑛=0

𝑛
1

𝑛!

W fizyce najczęściej 

wykorzystywana do opisów 

zaników i rozpadów:

𝑁 𝑡 = 𝑁0𝑒−𝜆𝑡

𝐼 𝑥 = 𝐼0𝑒−𝛼𝑥



Pochodna funkcji złożonej
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𝒇(𝒙) 𝒇′(𝒙)

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 0

𝑥 1

𝑥𝑛 𝑛𝑥𝑛−1

𝑒𝑥 𝑒𝑥

sin(𝑥) cos(𝑥)

cos(𝑥) −sin(𝑥)

(𝑔 ∘ 𝑓)′(𝑥) = (𝑔(𝑓(𝑥)))′ = 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓′(𝑥)

ℎ 𝑥 = sin(𝑥2)

𝑓 𝑥 = 𝑥2

𝑔 𝑥 = sin 𝑥

𝑓′ 𝑥 = 2𝑥

𝑔′ 𝑥 = cos 𝑥

ℎ′ 𝑥 = cos(𝑥2) ∗ 2𝑥



Pochodna iloczynu funkcji
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𝒇(𝒙) 𝒇′(𝒙)

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 0

𝑥 1

𝑥𝑛 𝑛𝑥𝑛−1

𝑒𝑥 𝑒𝑥

sin(𝑥) cos(𝑥)

cos(𝑥) −sin(𝑥)

(𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥))′ = 𝑓′(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔′(𝑥)

ℎ 𝑥 = 𝑥2 ∗ sin 𝑥

𝑓 𝑥 = 𝑥2

𝑔 𝑥 = sin 𝑥

𝑓′ 𝑥 = 2𝑥

𝑔′ 𝑥 = cos 𝑥

ℎ′ 𝑥 = 2𝑥 ∗ sin 𝑥 + 𝑥2 ∗ cos 𝑥



Pochodna w fizyce
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Zapis:

𝑓′ 𝑥 =
𝑑𝑓

𝑑𝑥

Ruch jednostajny:

𝑥 𝑡 = 𝑣𝑡 + 𝑥0

𝑣 𝑡 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑 𝑣𝑡 + 𝑥0

𝑑𝑡
= 𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑎 𝑡 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 0



Całka
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Działanie odwrotne do pochodnej. Akumulacja zmian – suma nieskończenie 

małych elementów, sumowanie nieskończenie małych przyrostów.

https://pl.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-3/a/definite-integral-as-the-limit-of-a-riemann-sum

Całka nieoznaczona:

න 𝑑𝑥 = 𝑥

Całka oznaczona:

න

0

1

𝑑𝑥 = 1



Całka nieoznaczona
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Funkcja pierwotna 𝑓 𝑥  jest poszukiwaną funkcją w działaniu całkowania. Znając 

pochodną tej funkcji, możemy ją wyznaczyć.

𝑓′ 𝑥 = 2𝑥

𝑓 𝑥 = න 𝑓′(𝑥) 𝑑𝑥 = න 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝐶

Uwaga! Funkcja pierwotna nie jest funkcją jednoznaczną

𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 3 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 6 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 28 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 0,01324



Całka nieoznaczona
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Aby obliczyć funkcję pierwotną potrzebujemy dodatkowych informacji, tzw. 

warunki brzegowe.

𝑓′ 𝑥 = 2𝑥

𝑓 𝑥 = න 𝑓′(𝑥) 𝑑𝑥 = න 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝐶

𝑓 1 = 4

Warunek początkowy:

4 = 12 + 𝐶 ⟹ 𝐶 = 3

𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 3



Całka oznaczona
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Pole powierzchni pod wykresem 

danej funkcji w danym przedziale.

https://pl.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-3/a/definite-integral-as-the-limit-of-a-riemann-sum

න

0

2

2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 ቤ
2

0
= 22 − 02 = 4 



Całka oznaczona
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https://www.matemaks.pl/wykres-funkcji-sinus.html

න

−𝜋

𝜋

sin 𝑥 𝑑𝑥 = − cos 𝑥 ቤ
𝜋

−𝜋
= − cos 𝜋 + cos −𝜋 = −(−1) + −1 = 0 

න

0

𝜋

sin 𝑥 𝑑𝑥 = − cos 𝑥 ቤ
𝜋

0
= − cos 𝜋 + cos(0) = 1 + 1 = 2 



Całka – najprostsze funkcje
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𝒇(𝒙)
න 𝒇 𝒙 𝒅𝒙

0 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

1 𝑥 + 𝐶

𝑥𝑛 (𝑛 ≠ −1) 𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝐶

1

𝑥

ln 𝑥 + 𝐶

𝑒𝑥 𝑒𝑥 + 𝐶

sin 𝑥 − cos 𝑥 + 𝐶

cos 𝑥 sin 𝑥 + 𝐶



Rachunek różniczkowy w fizyce
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Szybkość chwilowa:

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡

Przyspieszenie chwilowe:

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2

Dygresja – prędkość, 

szybkość, średnia, chwilowa

Ԧ𝑣  − 𝑝𝑟ę𝑑𝑘𝑜ść

Ԧ𝑣 = 𝑣 − 𝑠𝑧𝑦𝑏𝑘𝑜ść

𝑣ś𝑟 =
𝑐𝑎ł𝑘𝑜𝑤𝑖𝑡𝑎 𝑑𝑟𝑜𝑔𝑎

𝑐𝑎ł𝑘𝑜𝑤𝑖𝑡𝑦 𝑐𝑧𝑎𝑠
=

𝑠

𝑡

𝑣𝑐ℎ =
𝑑𝑥

𝑑𝑡



Rachunek różniczkowy w fizyce
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Szybkość chwilowa:

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑥 𝑡 = 2𝑡 + 5 𝑣 𝑡 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
2𝑡 + 5 = 2

𝑎 𝑡 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
2 =0

Wnioski:

• Ruch jednostajny (v = const. oraz a = 0)

• Ruch prostoliniowy (tylko w 1D, tylko x)

Przyspieszenie chwilowe:

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2



Rachunek różniczkowy w fizyce
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Szybkość chwilowa:

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡

Przyspieszenie chwilowe:

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2

𝑥 𝑡 = 2𝑡2 + 3𝑡 + 1
𝑣 𝑡 =

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
2𝑡2 + 3𝑡 + 1 = 4𝑡 + 3

𝑎 𝑡 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
4𝑡 + 3 = 4

Wnioski:

• Ruch jednostajnie przyspieszony (a = const.)

• Ruch prostoliniowy (tylko w 1D, tylko x)
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𝑥 𝑡 = 2𝑡2 + 3𝑡 + 1 𝑣 𝑡 = 4𝑡 + 3 𝑎 𝑡 = 4

Szybkość chwilowa po 10 s:

𝑣 10 = 4 ∗ 10 + 3 = 43

Szybkość średnia po 10 s:

𝑣ś𝑟 10 =
43 + 0

2
= 21,5
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𝑥 𝑡 = 2𝑡2 + 3𝑡 + 1 𝑣 𝑡 = 4𝑡 + 3 𝑎 𝑡 = 4

Warunki początkowe (dla t = 0):

𝑥 0 = 2 ∗ 02 +3 ∗ 0 + 1 = 1

𝑣 0 = 4 ∗ 0 + 3 = 3

𝑎 0 = 4



Rachunek różniczkowy w fizyce

Katarzyna Gwóźdź Fizyka z elem. fiz. radiacyjnej I Matematyczność przyrody... 32

Warunki początkowe: 𝑥 0 = 1 𝑣 0 = 3 𝑎 0 = 4 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑎 𝑡 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑎𝑑𝑡 = 𝑑𝑣 න 𝑑𝑣 = න 𝑎𝑑𝑡 𝑣 = න 𝑎𝑑𝑡

𝑣 = න 4𝑑𝑡 = 4𝑡 + 𝐶 4 ∗ 0 + 𝐶 = 3 ⇒ 𝐶 = 3 𝑣 = 4𝑡 +3

𝑣(𝑡) =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑣𝑑𝑡 = 𝑑𝑥 න 𝑑𝑥 = න 𝑣𝑑𝑡 𝑥 = න 𝑣𝑑𝑡

𝑥 = න(4𝑡 + 3)𝑑𝑡 = න 4𝑡𝑑𝑡 + න 3𝑑𝑡 = 2𝑡2 + 3𝑡 + 𝐶 = 2𝑡2 + 3𝑡 + 1
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Przyspieszenie ziemskie we Wrocławiu*:

𝑔 = 9,8120 ± 0,0005
𝑚

𝑠2

*wg Dziennika Normalizacji i Miar nr 13, 1981

https://zpe.gov.pl/a/rzut-pionowy-i-spadek-swobodny/D1BLGW10a

Siła ciężkości:

𝐹 = 𝑚𝑔

𝑎 = −𝑔

𝑣 = න −𝑔𝑑𝑡 = −𝑔𝑡 +𝑣0

𝑦 = න −𝑔𝑡 + 𝑣0 𝑑𝑡 =

= −
1

2
𝑔𝑡2 + 𝑣0𝑡 + 𝑦0

ℎ𝑚𝑎𝑥 = 𝑦(𝑡𝑚𝑎𝑥)
𝑣 𝑡𝑚𝑎𝑥 = 0

𝑣𝑚𝑎𝑥 = 𝑣(𝑡𝑚𝑖𝑛)
𝑦 𝑡𝑚𝑖𝑛 = 0
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Przyspieszenie ziemskie we Wrocławiu*:

𝑔 = 9,8120 ± 0,0005
𝑚

𝑠2

*wg Dziennika Normalizacji i Miar nr 13, 1981

https://zpe.gov.pl/a/rzut-pionowy-i-spadek-swobodny/D1BLGW10a

Siła ciężkości:

𝐹 = 𝑚𝑔

𝑎 = −𝑔

𝑣 = න −𝑔𝑑𝑡 = −𝑔𝑡 +𝑣0

𝑦 = න −𝑔𝑡 + 𝑣0 𝑑𝑡 =

= −
1

2
𝑔𝑡2 + 𝑣0𝑡 + 𝑦0

𝑡𝑚𝑎𝑥 =
𝑣0

𝑔

ℎ𝑚𝑎𝑥 =
𝑣0

2

2𝑔
+ 𝑦0

𝑡𝑚𝑖𝑛 =
2𝑦0

𝑔

𝑣𝑚𝑎𝑥 = − 2𝑦0𝑔
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