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Matematycznos¢ przyrody.
Elementy rachunku wektorowego, dr inz. Katarzyna Gwozdz
rozniczkowego i catkowego
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https://ciekawe.org/2016/06/18/geometria-roslin-ciag-fibonacciego-w-przyrodzie/
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Matematycznosc¢ przyrody

Fizyka opisuje prawa Matematyka jest jezykiem

wszechswiata tego opisu

Réwnania Maxwella
« Zapisane w 1865r.
« Udowodnione w 1887 r. przez Hertza
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a t Autorstwa digitized from an engraving by G. J. Stodart from a photograph by Fergus of Greenock - The Life of James Clerk Maxwell, by Lewis Campbell and
William Garnett (see [1]), Domena publiczna, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=501204
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Skalar i wektor

» Wielkosc¢ fizyczna
opisywana wartoscig
* Ma jednostke
 Masa, energia,
temperatura...

« Do opisu wielkosci
fizycznej potrzeba wiecej
niz tylko wartosc
* Modut ma jednostke
« Sita, predkos¢, ped

Katarzyna Gwozdz

Autorstwa Zureks - Praca wtasna, Domena publiczna, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5000800
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modut

ZWrot

, punkt
zaczeplenia

kierunek

Autorstwa First version Created by bdesham with Inkscape.Second version hand-drawn by Krishnavedala - Praca wiasna, Domena publiczna,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2192214
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Dziatania na skalarach

Zwykte dziatania matematyczne. Uwaga na jednostki!

Iy =273K AT =T, —T, = 196K

T, =77 K

E
E;=1] E2=1—(1)=O,1]

[, =10cm
=L+, =10cm+10m=0,1m+10m=10,1m
l2=10m
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W 2D:
y‘ A=(AypA)) = Al +Aj
IfTI=,/A§+A?v
W 3D:
A=Ay Ay, Ay) = Ad+ A +A k
— |/T|:\/A§+A§+A§
7 8 X

1,7, k - wektory jednostkowe
wzdtuz osi X,y iz
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Dziatania na wektorach - dodawanie

https://www.matmana6.pl/zdjecia/szkola_srednia/geometria_analityczna/wektory_definicja_i_dzialania_na_wektorach_28.png
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Dziatania na wektorach - odejmowanie

- B | L A= (4, Ay)
A Y .
B = (B, By)
Krok 1
' A—B =4+ (-B)
A ' A ,
' -B , -B —B = (=B, _By)
v T~y
Krok 2 Krok 3
entistar/uploads/dow2-2.png A + (_B) == (Ax + (_Bx); Ay + (_By))

= (Ax — erAy - By)
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Dziatania na wektorach — iloczyn skalarny

Rys. 1
/T:(Ax»Ay) F
§:(Bx'By)
>
. s
s=A-B=Ay*By+A4,*B,
o L Rys. 2 A A Rys. 3
S:A-B:|A|*|B|*cos(<A,B)
A A A
W 3D:
S=/T-§=Ax*Bx+Ay*By+AZ*BZ é m >
§
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Dziatania na wektorach — iloczyn wektorowy

axb

d

D /
b J
==

By Acdx - Self-made, based on Image:Right_hand_cross_product.png, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4436743

=)

i

= -axb
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By Acdx - Self-made, Own work based on: Crossproduct.png, Public Domain, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4436304



Dziatania na wektorach — iloczyn wektorowy

W 3D:

|W| = |/T| * |§| * Sin(q/it_?))
A= (A Ay Ay) B = (B, B,,B,)

W=AXB =
= (AyB, — A,By,, A,B, — AyB,, AB, — A,B,) —
i 7k
W=AxB=|A, A4, A,|=
B, B, B,

By Lucas Vieira - Own work, Public Domain, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=31185911

= {A,B, + jA,By + kA,B, —1A,B, — jAB, — kA,B, =

= i(Asz — Asz) +J(A;Bx — AxB;) + E(AXBY — AyBy)
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Tensor

Uogdlnienie wektora i skalara.
Tensor rzedu:
0 - skalar
« 1 — wektor
« 2-macierz T(el)

011

011 012 013

O— — O- O- O- By Components stress tensor cartesian.svg: Sanpaz / derivative work: TimothyRias - Own work based on: Components stress tensor cartesian.svg, CC BY-
2 1 2 2 2 3 SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=14729540

031 032 033
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Funkcja x?

16 | . | . | T |
14
Pochodna 2|
10 +
6l
al
Miara tempa zmian funkgji. 2l
Chwilowa szybkos¢ zmian, czyli 0 | | | | | . |
stosunek chwilowej zmiany o 2T 1 2 3
wartosci funkcji do zmiany jej
argumentu- 8 | . Plochodnla funkclji . |
6l
al
ol
X of
iy = fim LE O fG) =
Ax—0 Ax 4l
B
4 3 2 4 o0 1 2 3
X
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1 Funkcja sin(x?)

Pochodna

Miara tempa zmian funkcji.
Chwilowa szybkos¢ zmian, czyli
stosunek chwilowej zmiany
wartosci funkcji do zmiany jej
argumentu.

f(xo + Ax) — f(x0)
Ax

filxo) = B,
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Pochodna z definicji

f'(xo) = lim [+ 80 = [ xo) f(x) = x2

1
x—0 Ax

f(xog + Ax) = (xg + Ax)%= x& + 2xyAx + Ax?
flxo + Ax) — f(xg) = x& + 2x9Ax + Ax? — x& = 2xyAx + Ax?

flxo +Ax) — f(xo)  2x0Ax + Ax?
Ax B Ax

= 2xq + Ax

f'(xg) = lim (2xy, + Ax) = 2x,
Ax—0

f'(x) =2x
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Pochodna - styczna ez

f(x) = x sin(x?) + 1
Pochodna funkcji w danym punkcie to | A =(-2251)

nachylenie stycznej do wykresu tej A
funkcji w tym punkcie.

=

2_

Rys. 1

S0 N/ R ' 3
y=/f"(x¢)-x+b

By en:User:Dino, User:Lfahlberg - English Wikipedia, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=27661406
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Pochodna — najprostsze funkcje

W fizyce najczesciegj
wykorzystywana do opisow
zanikow i rozpadow:
N(t) = Nge™*

! . T T T T
J(x) J () I Dygresja — liczba Eulera
const 0 |
X 1 I e~ 2,718
- I Stata matematyczna,
x" nx™” | definiowana na wiele sposobow:
X X I 1\"
€ € : e = lim (1 + E)
sin(x) cos(x) | n
cos(x) —sin(x) | e= ) —
I - n!
n=0
l
l
l
l
l
|

Katarzyna Gwozdz

I(x) = [ye~%*
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Pochodna funkcji ztozonej

f(x) f'(x)
(e =@GUE)N) =9 &) fx) const 0
X 1
h(x) = sin(x?) x" nx"!
e* e*
flx) = x? fr(x) = 2x sin(x) cos(x)
g(x) =sinx g'(x) = cosx cos(x) —sin(x)

h'(x) = cos(x?) = 2x
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(f)-g(x)' = f(x)-gx)+fx)-g'(x)

h(x) = x? * sinx

fx) = x? f'(x) =2x

g(x) =sinx g'(x) = cosx

h'(x) = 2x * sinx + x? * cos x
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Pochodna iloczynu funkgji

fx) f'(x)
const 0
X 1
X7 1
e* e*
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)

19




Potozenie
30 ' '
Pochodna w fizyce ==
) 10+
Zapis: 0, ; p 5 8 10
t(s)
df y
"(x) = — 4 | Szybkosc .
fe) =
35}
g,
Ruch jednostajny: " 26l
) | . .
x(t) = vt + x, 0 2 e 8 10
1 Przyspieszenie
dx dwt+ xg) | |
d E O
v ®
a(t) =—=20 05
(t) 7
1 2 4 6 8 10
t(s)

Katarzyna Gwozdz
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Catka

Dziatanie odwrotne do pochodnej. Akumulacja zmian — suma nieskonczenie
matych elementow, sumowanie nieskonczenie matych przyrostow.

R(1)=28.8 f
? | '
Catka nieoznaczona:
6 i
f dx = x 5
Catka oznaczona: 4
1
3 E
f dx =1
2 i
0
17 /
‘--.ﬂ ! ! ! ! : =,
o 1 2 3 4 5 6 7
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https://pl.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-3/a/definite-integral-as-the-limit-of-a-riemann-sum



Catka nieoznaczona

Funkcja pierwotna f(x) jest poszukiwang funkcjg w dziataniu catkowania. Znajgc
pochodng tej funkcji, mozemy jg wyznaczyc.

f'(x) =2x
f(x)sz’(x)dxszxdx=x2+C

f(x)=x*43 f(x)=x*4+6 f(x)=x*+28 f(x)=x%+0,01324

Uwaga! Funkcja pierwotna nie jest funkcjg jednoznaczng
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Catka nieoznaczona

Aby obliczy¢ funkcje pierwotng potrzebujemy dodatkowych informaciji, tzw.
warunki brzegowe.

f'(x) =2x
f(x)sz’(x)dxszxdx=x2+C

Warunek poczatkowy:
f) =4
4=12+C =C=3

f(x)=x%+3
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Catka oznaczona

Jx)

r s

y

Pole powierzchni pod wykresem
danej funkcji w danym przedziale.

2xdx = x%| =2%2-0%2=4

ORN

https://pl.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-3/a/definite-integral-as-the-limit-of-a-riemann-sum
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Catka oznaczona

https://www.matemaks.pl/wykres-funkcj

T

j sin x dx
—Tr

T

j sin x dx
0

Katarzyna Gwozdz

|
|
[ =]
ra |
o
ru|'_||
=
L
"‘"|4
%]
Zr’

"o —cosm + cos(—m) =—(—1)+(-1) =0

=—cosm+cos(0)=1+1=2
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Catka — najprostsze funkcje

f(x) Jf(x)dx
0 const.
1 x+C
x™ (n # —1) xtl
n+1 +C
1 In|x| + C
X
e* e*+C
sin x —cosx + C
COS X sinx + C

Katarzyna Gwo6zdz Fizyka z elem. fiz. radiacyjnej | Matematycznos$¢ przyrody...
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Rachunek rozniczkowy w fizyce

Szybkos¢ chwilowa:
dx

T dt

Dygresja — predkosc,

v szybkos$¢, $rednia, chwilowa

v — predkos$é

Przyspieszenie chwilowe: |V| = v — szybkos¢
dv d%x

dt dt?

a catkowita droga s

Vg = : = -
" catkowity czas ¢
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Rachunek rozniczkowy w fizyce

Szybkos¢ chwilowa:

Przyspieszenie chwilowe:

_dx _dv d?x
V= C=a T dee
x(t) =2t +5 _dx _d _
v(t) Friniry (2t +5) =2
d d
a(t) = d—‘; =—(2) =0
Whnioski:

* Ruch jednostajny (v = const. oraz a = 0)
* Ruch prostoliniowy (tylko w 1D, tylko x)
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Rachunek rozniczkowy w fizyce

Szybkos¢ chwilowa:
dx

U=E

Przyspieszenie chwilowe:
_dv  d’x
Cdt  dt?

a

942 dx d
x(t) =2t°+3t+1 v(t) =—=—(2t24+3t+1) =4t +3
dt dt
dv d
a(t) T dt( t + 3)
Whnioski:

* Ruch jednostajnie przyspieszony (a = const.)
* Ruch prostoliniowy (tylko w 1D, tylko x)
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Rachunek rozniczkowy w fizyce

x(t) =2t2 +3t + 1 v(t) =4t+3  a() =4
Puh:-lienie
Szybkos$¢ chwilowa po 10 s: e
o
v(10) = 4 %10 + 3 = 43 i} Saybkose
Szybkosé $rednia po 10 s: £
I I
43 + O c . . . IPrIyspi:n;smniel
vsr(lO) = 5 = 21,5 %4
3I:I 1 2 ..';r 4 I5 G
t(s)
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Rachunek rozniczkowy w fizyce

x(t) =2t +3t+1 v(t) = 4t + 3 a(t) =4
Puh:-lienie
Warunki poczatkowe (dlat=0): =]
x(0)=2%0°+3x0+1=1 LI t-:::'s:u é
=0 . . . . Szybllméi:'. .
v(0)=4+x0+3=3 E
% 1 7 3 5 B 5
a(O) = 4 . | | | IPrIyspi:n;smniel
z,
3I:I 1 2 Elr 4 I5 G
t(s)
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Rachunek rozniczkowy w fizyce

Warunki poczgtkowe: x(0) =1 v(0) =3 a(0) = 4 = const.

dv
a(t) = adt = dv Jdv=Jadt v=jadt
v=j4dt=4t+C 4x04+C=3=>C=3 v =4t +3
dx dx = | vd -
v(t):E vdt = dx X = | vat x = | vdt

x=](4t+3)dt=f4tdt+j3dt=2t2+3t+C=2t2+3t+1
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Rzut pionowy | spadek swobodny

Przyspieszenie ziemskie we Wroctawiu™:
m
g =(9,8120 + 0,0005)5—2

*wg Dziennika Normalizacji i Miar nr 13, 1981

Sita ciezkosci:
F =mg

a=-—g

V= J —gdt = —gt +v,

y = [ (=gt + v)de =

1
= —Egt + Vot + Yo

Katarzyna Gwozdz

https://zpe.gov.pl/a/rzut-pionowy-i-spadek-swobodny/D1BLGW10a

hmax = Y (tmax)
v(tmax) =0

Vmax = V(tmin)
y(tmin) =0

rzut pionowy
spadek swobodny

‘Tl =()

—_—

h max h 0

<
e
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Rzut pionowy | spadek swobodny

Przyspieszenie ziemskie we Wroctawiu™:
m
g =(9,8120 + O,OOOS)S—2

*wg Dziennika Normalizacji i Miar nr 13, 1981

Sita ciezkosci:
F =mg

a

V= J —gdt = —gt +v,

https://zpe.gov.pl/a/rz

= —g UO

Vo
Rmax = E + Yo

y = f(—gt + vy)dt =
2y
1 tmin — 7

= —=gt* + vyt + v,

2

Umax = —/ 2Y09

rzut pionowy
spadek swobodny

‘Tl =()

h max h 0 (t‘
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Dziekuje za uwage! dr inz. Katarzyna Gwézdz
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